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^ ■ Resume - Nous caracterisons la derivation d : A ^ ^.^^^.{A) par une propriete 

Q> . universelle en introduisant une nouvelle classe de bimodules. 

§ ■ Derivations and noncommutative differential calculus II 

^ ; 

'nJ" ' Abstract - We characterize the derivation d : A ^ ^}^^^{A) by a universal property 



introducing a new class of bimodules. 



^ I Abridged English Version - In this Note, A denotes an associative 

\Q ■ algebra over K = R or C with a unit 1. In the Note [5], a graded differential 

algebra flBeriA) with Q^^j.{A) = A was introduced with the notation Qy){A). 
^ . It is one of the aims of this Note to show that, by introducing a new category 

■rj- I of bimodules, the derivation d : A —> flj^^^^A) is characterized by a universal 

^ ' property. Before introducing this category of bimodules, we first consider a 

slightly bigger category of bimodules : we call central bimodule a bimodule 
p • such that the corresponding bimodule structure over the center Z{A) of A is 

D ! induced by a structure of Z(y4)-module. The category of central bimodules 

^ ' is a full subcategory of the category of all bimodules and we construct for 

the corresponding embedding functor a left adjoint M i— > Mz and a right 
^ ■ adjoint M i-^ . Consequently, the category of central bimodules is stable 

by taking subbimodules, quotient modules, arbitrary projective limits and ar- 
bitrary inductive limits. This category is obviously stable by taking tensor 
products over Z{A), and consequently also over A. By applying the func- 
tor M Mz to the universal differential calculus on d : A —>■ Q^{A), we 
produce a universal differential calculus for central bimodules, i.e. a deriva- 
tion dz '■ A —>■ Q^{A)z where fl^{A)z is central such that any derivation 
of A in a central bimodule factorizes through dz and a unique homomor- 
phism from Q^{A)z in the bimodule. In the case where A is commutative, 
a central bimodule is simply a module and Q^{A)z reduces to the module 
of Kahler IK -differentials We now introduce the appropriate cate- 

gory of bimodules to deal with d : A ^ Q^^j.{A). We call diagonal bimodule 
a bimodule which is isomorphic to a subbimodule of an arbitrary product 
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of A. The category of diagonal bimodules is a full subcategory of the cat- 
egory of bimodules and we produce a left adjoint M ^ Diag (M) for the 
corresponding embedding functor. Consequently the category of Diagonal bi- 
modules is stable by taking subbimodules and arbitrary projective limits. This 
category is also stable by taking tensor products over A. By applying the 
functor Diag to d : A ^ fl^{A), we obtain a universal differential calculus 
d : A — > Diag {il^{A)) for the derivations of A in diagonal bimodules. Fur- 
thermore we show that Diag = Ql)^^{A) and that d coincides with 
the differential of Q-DcriA). Finally, it is worth noticing that when A is com- 
mutative, a diagonal bimodule is simply a module such that the canonical 
mapping in its bidual is injective. Thus the notions of central bimodule and 
of diagonal bimodule are noncommutative generalisations of the notion of 
module over a commutative algebra which do not coincide with the notion 
of right (or left) module. 

1. INTRODUCTION ET PRELIMINAIRES - Dans la Note [5], une algebre 
differentielle graduee QneriA) avec il^ieri^) ~ A a, ete introduite (avec la 
notation Qy){A)), A etant une algcbrc unifere. Le calcul differenticl QDcr(^), 
base sur les derivations de A, a cte construit a partir du calcul differentiel 
univcrscl Q{A) [3], [7]. Du dcgrc zero an dcgrc un, le calcul differentiel 
universel est caracterise par le fait que la derivation d : A ^ Q^(A) est uni- 
verselle pour les derivations de ^4 a valeurs dans les bimodules. Dans cette 
Note, nous montrons que la derivation d : A ^ fll)^^{A) est universelle pour 
les derivations de A a valeurs dans une categoric de bimodules que nous 
appelons bimodules diagonaux. Dans le cas oii A est commutative, un bi- 
module diagonal n'est autre que le bimodule sous-jacent a un module tel que 
I'application canonique dans son bidual est injective. Nous introduisons une 
autre categoric de bimodules, les bimodules centraux, qui est un peu plus 
grande que celle des bimodules diagonaux et qui se reduit pour A commuta- 
tive a la categoric des modules. Cette categoric possede aussi une derivation 
universelle dz ■ A ^ Q^{A)z. Dans le cas ou A est commutative, il^{A)z est 
le module des K-differentielles de Kahler ^^{A) et dz est la K-differentielle 
(i^/K- Dans toute cette Note A designe une K -algebre associative possedant 
une unite notee 11 avec K = R ou C . Par un bimodule sur A on plus 
simplement un bimodule, nous designerons toujours un {A, A)-bimodule i.e. 
un A(^ 74''^-module. L'algebre A elle-meme est canoniquement un bimodule. 
Si M et A?" sont deux bimodules Hom;;^(M, N) designera I'espace des homo- 
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morphismes de bimodules de M dans N ; on considerera M ® N comme un 
bimodule pour la structure definie par a{m ® n)h = {am) {nb), a,b ^ A, 
m e M etn e N. M (S>N et M N sont des bimodules quotients de M(^N. 

A Z(A) 

Soit fl^{A) le noyau de la multiplication m : A ^ A ^ A, m{a ® 6) = a ■ b, 
et soit d : A — > 0.^{A) 1' application lineaire definie par da = l(8)a — a®!; 
fl^ (A) est un sous-bimodulc de A^ A et d est une derivation de A a valeurs 
dans Q^{A). Le couple {Q^{A),d) est caracterise, a un isomorphisme pres, 
par la propriete universelle suivante [1], [2] : pour toute derivation 6 de 
A a valeurs dans un bimodule M il existe un unique homomorphisme de 
bimodules is : Q^{A) — > M tel que 5 — ig o d, i.e. on a T)ex{A,M) ~ 
Hom^((]^(A), M). Soit Dcr(A)(= Der(A, A)) I'algebre de Lie des derivations 
de A dans A et soit C^(Der(A),A) le bimodule des applications lineaires 
de Der(A) dans A. On designera encore par d la derivation de A k valeurs 
dans C^(Der(A), A) definie par {da){5) = 6a, \/5 e Der(74) ; le sous-bimodule 
de C^(Der{A), A) engendre par dA sera note ft}^^^{A). L' homomorphisme 
canonique de Q^{A) dans Q})^^.{A) est surjectif, et son noyau F^Q^{A) 
est donne par F^Q{A) = n{ker {is)\6 G Der(A)}, [5]. 11 resulte de ce qui 
precede que Ton a Der(A) ~ Rom^{n\A),A) ~ Romi{nl^^{A) , A) . Dans 
la reference [5], ^l})^j.{A) a ete introduit et etudie avec la notation ^1){A) ; 
nous avons remplace le "D" de [5] par "Der" afin d'eviter toute confusion avec 
[4] oil la meme notation Ql){A) designe un autre objet, (voir aussi [6] pour 
plus dc details sur QY)cr{A)). Dans Ic cas ou A est iinc algcbrc commutative, 
H^{A) est un ideal de A ® A et le quotient il^A) / (n^A))'^ est canonique- 
ment un 74-module note (A) et appele module des K -differentielles 
de A ; I'imagc dc d : A ^ Q^{A) par la projection canonique de n^(A) 
sur Q^jj (A) est notcc d^/ k ■ [!]• Lc couple {^l^^ {A),dj^/ ^ ) est alors car- 
acterise par la propriete universelle suivante, [1] : pour toute derivation 6 de 
A a valeurs dans un A-module M, il existe un unique homomorphisme de 
A-module is : (A) M tel que 5 — is o dA/ k ■ 

2. BIMODULES CENTRAUX - Soit M un bimodule sur A. Nous dirons 
que M est un bimodule central si pour tout element z du centre Z{A) de A et 
pour tout m e M on a zm — mz. II revient au meme de dire que la structure 
de bimodule de M sur Z{A) est induite par une structure de Z(74)-module 
ou encore que M est un A ® >l°^-module. 

Z{A) 

Exemples. - 1. Si A est une algebre commutative, i.e. Z{A) — A, un bimo- 
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dule central sur A n'est autre qu'un 74-module (pour la structure de bimodule 
induite). - 2. Si le centre de A est trivial, i.e. Z{A) = Kl, tout bimodule est 
central. 

On a les proprietcs de stabilite suivantes: (i) tout sous-himodule d'un bimod- 
ule central est central, (ii) tout quotient d'un bimodule central est central, (Hi) 
tout produit de himodules centraux est central, {iiii) si M et N sont centraux 
alors M <^ N est central. 

Les proprietes de stabilite (i), {ii) et {iii) impliqucnt que toute limite projec- 
tive de bimodules centraux est un bimodule central et que toute limite induc- 
tive de bimodules centraux est un bimodule central. Ces proprietcs de stabilite 
sont reliees a I'existence d'un foncteur covariant M Mz adjoint a gauche et 
d'un foncteur covariant M i— > adjoint a droite du foncteur canonique Iz 
de la categorie des bimodules centraux dans celle des bimodules identifiant la 
categorie des bimodules centraux comme sous-categorie pleine de la categorie 
des bimodules. Soit M un bimodule quclconquc (sur A) et soit [Z{A), M] le 
sous-bimodule de M engendre par les zm — mz avec z G Z{A) et m G M. 
On designera par Mz le bimodule quotient M/[Z{A),M] et par pz la pro- 
jection canonique de M sur Mz. Mz est central et tout homomorphisme de 
bimodules de M dans un bimodule central est nul sur [^(^), M]. Soit d'autre 
part, M^ I'ensemble des elements m E M tels que zm = mz, \fz G Z{A). 
M^ est un sous-bimodule central de M, (le plus grand), on designera par 
I'inclusion canonique de M^ dans M. Tout homomorphisme d'un bimodule 
central dans M a son image dans M^ . Les couples {Mz,pz) et {M^ ,i^) 
sont done caracterises a un isomorphisme pres par les proprietes universelles 
suivantes. 

PROPOSITION 1 . (^) Pour tout homomorphisme de himodules ip : M ^ 

N de M dans un bimodule central N , il existe un unique homomorphisme de 
bimodules ipz '■ Mz N tel que if = ipz°Pz- {ii) Pour tout homorphisme de 
bimodules ip : N ^ M d'un bimodule central N dans M, il existe un unique 
homomorphisme de bimodules ip'^ : N — > M^ tel que ip = i^ o . 

La partie (i) implique que le foncteur M Mz de la categorie des bimodules 
dans la categorie des bimodules centraux est adjoint a gauche de Iz, i.e. 
on a Hom^(M2,A^) ~ Hom^(M, /^(iV)) pour N central, et la partie (ii) 
imphque que le foncteur M i— > M^ est adjoint a droite de Iz, i.e. que Ton a 
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Hom^(/z(iV),M) ~ Hom^(iV,M^) pour N central. Le foncteur M Mz 
est par consequent exact a droite et le foncteur M i— > est exact a gauche. 
On notera que M est un bimodule central si et seulement si M = Mz et que 

ceci est equivalent a M = . D'autre part, I'identite zm ® n — m ® nz = 
mz ®n — m®zn + {zm — mz) ®n + m® {zn — nz) implique que si M et A?" 
sont des bimodules centraux alors (M ® N)z = M ® N . 

Z{A) 

Considcrons le bimodule Q}{A) et la (differentielle) derivation universelle 
d : A ^ VL^iyA). Par composition avec la projection pz '■ ^^{A) — > Vt^{A)zi 
on obtient une derivation dz A ^ Q}[A)z ; dz = Pz ° d. 

PROPOSITION 2 . Pour toute derivation 8 : A M de A dans un 
bimodule central M , il existe un unique homomorphisme de bimodules is '■ 
Q^{A)z — >■ M tel que Von ait 6 = is o dz- 

Autrement dit, dz : A — > ^V-{A)z est universelle pour les derivations a 
valeurs dans les bimodules centraux. Cette proposition est une consequence 
immediate de la proposition 2 et de la propriete universelle de d : A ^ Q}{A). 

COROLLAIRE 1 . Si A est une algebre commutative, Q}{A)z s'identifie 
au A-module ^^{A) des K -differentielles (de Kdhler) de A et dz est la 
K -differentielle (iA/K- 

Remcirque. En utilisant I'exactitude a droite de M — > Mz, on deduit 
de la suite exacte Q}{A) A A ^ — > une suite exacte 
Q^(A)z A ^ A A — > 0. Dans le cas oii A est commutative, cette 

Z(A) 

derniere suite est une suite exacte de A-module avec fl^{A)z = ^k(^) et 
A ^ A = A^A — A, mais se reduit alors a I'application identique de A 

Z(A) A 

dans A et, par consequent, lm(j*) = 0. Ceci montre que j" n'est generalement 
pas injective. 

3. BIMODULES DIAGONAUX - Soit M un bimodule sur A. Nous dirons 
que M est un bimodule diagonal si M est isomorphc a un sous-bimodule de 
A^ oil / est un ensemble approprie (dependant de M). Tout bimodule diag- 
onal est evidemment central. 
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Exemples. - 1. Si A est une algebre commutative, un bimodule diagonal 
n'est autre qu'un A-module (pour la structure de bimodule induite) tel que 
I'application canonique dans son bidual soit injective. - 2. Si A est I'algebre 
M„(C ) des matrices n x n complexes alors tout bimodule est diagonal. 

On a les proprietes de stabilite suivantes : (i) tout sous-himodule d'un bi- 
module diagonal est diagonal, (ii) tout produit de bimodules diagonaux est 
diagonal, (Hi) si M et N sont diagonaux alors M®N est diagonal, [A^^A' 

A A 

est un sous-bimodule de A^^"^). 

Les proprietes de stabilite {i) et (ii) impliquent que toute limite projective 
de bimodules diagonaux est un bimodule diagonal. Ces proprietes de sta- 
bilite sont rcliees a I'existence d'un foncteur Diag dc la catcgorie des bimod- 
ules dans celle des bimodules diagonaux qui est adjoint a gauche du fonc- 
teur canonique loiag identifiant la categorie des bimodules diagonaux comme 
sous-categoric plcinc dc la categorie des bimodules. Soit M un bimodule 
quelconque et soit c : M ^ j^Hom^(M,A) phomomorphisme canonique dcfini 
par c(m) = (^("^))tjgHom^(M,yi)- Nous dcsignerons par Diag{M) I'image de 
c. Diag{M) est un bimodule diagonal. 

PROPOSITION 3 . Pour tout homomorphisme de bimodules (p : M ^ N 

de M dans un bimodule diagonal N, il existe un unique homomorphisme de 
bimodules Diag^tp) : Diag{M) — >• N tel que ip = Diag{ip) o c. 

Puisque, par definition, un bimodule diagonal est un sous-bimodule de A^ , 
il suffit de demontrer le rcsultat pour N = A^ ; cela revient a le demontrer 
pour = ^4 ce qui est evident d'apres les definitions. □ 
La proposition 6 montre que le foncteur Irnag admet le foncteur Diag comme 
adjoint a gauche, i.e. 'H.om^(Diag(M), N) ~ }iom^(M, iDiag(N)). Le fonc- 
teur Diag est, par consequent, exact a droite. 

On notera que M est un bimodule diagonal si et seulement si Hom^(M, A) 
separe les points de M et que ceci est equivalent a M ~ Diag{M). D'autre 
part pour tout bimodule M, on a Diag{M) = Diag{Mz), ce qui implique que 
si M et A?" sont des bimodules centraux, (en particulier si ils sont diagonaux) , 
on a DiagiM N) ^ DiagiM ® N). 

Z{A) 

PROPOSITION 4 . On a Diag{n^{A)) = 
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f2oer(^) par construction, un sous-bimodulc dc A^^"^^^^ ; c'cst done un 
bimodule diagonal. D'autre part Hom^(f2^(A), A) ~ liom'^{^lly^^{A) , A) im- 
plique Hom^(Q^(A), M) ~ Hom^(Q^gj.(^), M) pour tout bimodule diagonal 
M, d'oii le resultat. □ 

COROLLAIRE 2 Pour toute derivation S de A a valeurs dans un bimodule 
diagonal M , il existe un unique homomorphisme de bimodules is ■ fl})^j.{A) 
M tel que 6 = is o d. 

Autrement dit la derivation d : A ^ fll)^j.{A) est universelle pour les derivations 
a valeurs dans les bimodules diagonaux. De meme que d : A — > il^{A) est le 
bloc de base pour construire I'enveloppe differentielle universelle Q{A) de A 
[7], d : A ^ Q}^^j.{A) est le bloc de base pour construire I'algebre differentielle 
ODer(^) introduite dans [5] avec la notation fl-D{A). 
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